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Ozet: Silindirik uzayda faz degisim problemlerinin analitik ¢oziimleri olmadigindan, bu problemlerin
¢oztimleri i¢in sayisal yontemler kullamlir. Bu ¢aligmada, faz degisim sicakhgmdaki bir sivinin
katilagmast problemi pertiirbasyon yontemi ile ¢oziilmiis ve elde edilen sonuglar Jiteratiirle
karsilagtirtlarak, pertiirbasyon yontemi ile yapian ¢dziimin literatir ile uyum . iginde" oidugu
gosterilmistir. Sonuglar, bu yontemin ozellikle Stefan say:larmm kug,uk degerier aldlgu gszh 181
depolama problemlerinde kullanilabilecegini gbstermistir.. .

Anahtar Kelimeler “: Perturbasyon Yon’sem: Katlla,;;ma Faz Degl§1m1 Hareketh Sm]r Dc-:ger
Problemi - : RRRL: :

- PERTURBATION METHOD SOLUTION OF OUTWARD
SOLIDIFICATION PROBLEM AROUND A CIRCULAR CYLINDER

Abstract: Numerical methods are usually employed to solve heat transfer problems with phase change
in cylindrical domain since there is no analytical solution of the problem. A perturbation solution for
outward solidification of a cylinder which is at the freezing temperature has been made and results of
the solution are found to be in good agreement with those mentioned in open literature. The results
have showed that the perturbation method can be especially used for latent heat storage problems with
small Stefan number.

Keywords : Perturbation Method, Solidification, Phase Change, Moving Boundary Problems

SEMBOLLER 8 Boyutsuz sicakhik
B ;2 . Pertiirbasyon fonksiyonlari
G Ozgitl 1si [J(kg.K)] R ' ' '

k Ist iletim katsayis1  [W/(m.K)] GIRIS

L Gizlist [Fkg]

to Sitindir yanigapr {m] Katilagma veya erime olaym igeren is1 gegisi
r Radyal koordinat  [m] problemleri faz degisim problemi olarak bilinir. Kat)
R Boyutsuz koordinat ve sivi fazlar ayiran ara yizeyin hareketii olmasy,
8 Ara yiizey konumu  [m] problemin ¢dziimiinti gli¢lestirmektedir. Ara yiizey
S Boyutsuz ara yiizey konumu “saf maddelerde keskin bir yiizey olarak ortaya
Ste  Stefan sayisi ¢tkarken, alagimlar ve ¢ozeltilerde iki fazli bir gegis
t Zaman [s] bolgesi mevcuttur. Kati ve sivi fazlar igindeli
T Kati faz sicakiign [K] sicaklik dagilmlar: ile ara yiazey konumunun
To  Silindir ytizey sicakhigi [K] zamanla  degisimlerinin  bulunmast  probiemin
Tw  Fazdefisim smakhgt [K] gOztiiming  olusturur.  Problemin -  matematik
0, Yogunluk fkg/m®] \ formiilasyonu, entalpi ve sicakhik formiilasyonu
v Is1l yayinim katsayisi [m®/s] olarak isimlendirilen iki sekilde verilebilir, Faz
T Boyutsuz zaman
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degisimi ile uygulamada OZeHskle otzh 151 depolama,
dékiimeiilik, buz  iiretimi :iye . yiyeceklerin
doncurulmas: gibi alanlarda sik kaisxlagxlsr Ayrica
soguk iklimlerdeki vapilar ve. “boru hatlarimn
tasariminda faz  degigimi:: problemleri ile
largtlagiimaktadu (Lunardini, 1981)

Faz degisimi problemlerinin: - sm1r11 sayuda
durum igin bulunan analitik gozumlerl mevcuttur
(Ozigik,  1993).  Analitik Uebziimii: ' olmayan
problemler igin yakiasik, yarr analitik ve sayisal
yontemler kullamimaktadir. Literatiirde farkli smir
sartlar ve geometriler icin, sonld elemanlar, sonku
farklar gibi sayisal yontemlerle ve integral yontemi
gibi yart analitik yontemlerle yapilan ¢dziimler
mevcuttur. Toksoy ve llken (1988) tarafindan, faz
degisim  problemlerinin  “sayisal  ve  yaklasik
¢Oziimlerini igeren galwmalarm ayrmnll bll‘ ozetl
sunulmustur.

Coziim igin kullandan saysal yontcmlerden biri
de bu caligmada kullanilan pertiirbasyon. yéntemidir.
Bir ¢ok miihendislik uygulamasinda’ doZrusal
olmayan  problemierin ¢Oziimiinde kullamlan bu
ydatem, problemde yer alan g gibi bir parametrenin
kiigiik degerler almas: durumunda bagli’ degiskenin
bu parametrenin islerini igeren - bir. seri ile ifade
edilmesine dayanir. Bu sekilde elde edilen seri
actlimi  parametrik  pertiirbasyon  olarak ~ bilinir
{Nayfeh, 1993), Kattlagma ve erime problemierinin,
farkli sinir sartlar ve geometriler-igin; pertiirbasyon
yontemi ile yapitan ¢dziimieri literatiirde yer
almaktadir. Pedroso ve Domoto (1973) tarafindan
yapilan cahismada, baslangigta ‘donma sicakliginda
bulunan bir kiirenin katllasm'asr,"sabit"‘s':'zcakhk sinir
sarti altinda ¢ozitlmistir. Gutman (1987); bir yiizeyi
yahtilmis  diger yiizeylt tasimim: ve iginmla 1si
aligveriginde bulunan sonlu bir ortarmin faz: degigimi
incelemistir. Huang ve Shih (1975) - tarafindan
yapitan bir galigmada ise katilagma sicakligmdaki bir
stvinin, kirese! ve silindirik koordinatlarda ice ve
disa dogru katilasma pmb]emz uguncu gesit s

sart; altinda coziimistiir, Wembaum Ve, ng 1977y

kartezyen koordinatlarda bir yiizeyi yahttlmxs diger
yiizeyi sabit sicaklikta bulunan sonlu bir ortamm faz
degisimi incelemiglerdir. Caldwell ve KWan (2003),
silindirtk ve kiiresel koordinatlarda: zamana bagh
sinir sartlarina szhip problemier.” 1g:m perturbasyon
metodunun kullanilabilecegini gostermislerdir,

Bu calismada, yizey sweaklii sab_l_t bir silindirin
etrafinda bulunan faz degisim sm_akl__lgi_ti_daki svInm
katilasmas: problemi, sicaklik : formiilasyonu ile
ifade edilerek pertiirbasyon yéntemi: i[e'c;ijzﬂlmu@,
cOzium dier sayisal, van anahtlk ve: yakia&k
goziimlerle karsitagtirimugtir.
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MATEMATIKSEL MODEL

Matematiksel  model, kabuller

yaptlarak olugturulmustur.

asagidali

(a) Faz degisim malzemesi saf maddedir.

(b) Malzemenin termo-fiziksel dzelilleri sicakhikla
degismemelctedir,

{¢) Bu model igin U<Ste<1’dir.

(d) Faz degisim malzemesinin temas ettigi silindirin
yiizey sicakliinin sabit oldugu kabul edilerek
problem tek boyutiu clarak ifade edilmistir.

T 3
e
b 4« T P —
\c,-,_-;—
o anl R N J'J/’ \'-_ i
To = WE{' E'{
T

Sekil 1. Bir silindir etrafinda katilagma pfoblemi

Yapilan son kabul, sitindir boyunun ug etkilerin
ihmail edilebilecegi kadar uzun olmasina kars:
gelmektedir. S6z  konusu  silindir,
degisim malzemesinin katilagma sicakligindan daha
ditsitk bir sicakhkta bulunan bir akigkanm altigr bir
boru olarak diisiinlilebilir. Bu durumda, son kabuliin
gecerli olabilmesi icin born igindeki is1 tasium
katsayinin  blyik olmasi gerekir. Son  kabule
uymayan durumlar igin problem iki boyutlu olarak
ditsiiniiimelidir.

Problemin matematiksel formiilasyonn

] 8 E)T ! aT i

ror Bs‘ To

T(i‘o, t) = TO T(S([}, [_) = TR’I ’ (2)

T(r,0) = Ta (3
oT '

k] L——— 4
or r=s() =P dt’ “

icinden  faz




sty=r, t=0 icin )

Katt faz igin enerii dengesi (1), denklemi
saglamasi gereken sinir sartlart (2) ve baslangig sartr
(3) denklemleriyle, ara yiizey icin enerji dengesi (4)

ve bu denklemi saglayan baslangig sam (5)

denklemleriyle ifade edilir.
Boyutsuzlagtirma

Pertiirbasyon parametresinin  belirlenmesi igin
denklem agagidaki boyutsuz  bityiiklitkler
kullantlarak, swasiyla (1) ve (4) ile gosterilen kat
faz ve ara yiizey denklemleti ve bu denklemlere ait
sunr ve baglangic sartlart boyutsuzlastiihr.

il T S VR

8=
) -Ty Ty fy
: C,(T, -T
=2 Ste= Soln = To) (6.5)
ty L

(1-3) denklemleri boyutsuz  olarak  (7-11)
denklemleri ile ifade edilir.

L 9 (. ) "
Esg(Rﬁ)-“é? @
OR=1,1=0 OR=S1)=I (®)
B(R,T=0)=1 | (9)__
06 1 99 N
B 198 1
MRlpes  Ste ot (10)
SO =1 (11)

Pertiirbasyonr yontemi ile coziim

Faz degisimini etkileyen tek boyutsuz say: olan
Stefan Sayis), pertiitbasyon parametresi  olarak
-segilir.  Problemin  pertiithasyon  yéntemi  ile
-goziilebilmesi i¢in pertiirbasyon parametresinin kat:
faz den_kleminde yer almasi gerekir (Aziz , 1988).

30 _203s

B (12)

(12} denklemindeki ara yiizey konumunun zamana
gore tirevinin degeri, (10) denkiemi ile verilen ara

ylzey denkfemmdekl yerine yazmr ve. bu 1fade (7)
denkiemme tagtmrsa :

)

R=S. o0

RaR| Vo )T R

:df;hfdemi .8:. G(R',S).' fonksiyonahu bag'h degisken

olarak kabul eden diferansiyel denklem elde edilir.
Bu denkleme :ait simr sartlan (14) denklemi ile
veﬂimlgtlr ' : .

'_9(R=1,S)=}O AR =88)=1 . (14)

820, +566,+0(56Y). - (15)

kabulii ile iki terimli pertiirbasyon ¢Oziimi tiretilir.
Kabul edilen ¢dziim (13) denklemine tasmarak 8, ve
0, - fonksiyonlarim1 saglayan denklem!er Ve -SHIr
$arLIar1 eide edilir. -

I
:- R 16.
Ste;_ RBR( BR] 0:. ! a?
'[eo(les) 0, GG(R SS)—I] . (6b)
1o () o9, e
Ste': R—L =22 =2 17.
©R 8R[ aR_) Rl s
6, R=1,8=0, 8,(R ml's,3)=o] (17.b)

(15) denklemi cozitlerek 8, fonkssyonu asamdakt
sekilde elde edilir. - :

nR)

1
T (S) (18;

BR.9) =

(A7) denklemi, (18) ile verilen 8y fonksiyonu da
kullamlarak, asagidaki sekilde elde edilir.

0, (R.S) = R'[I:ln(R)}—]

[Szln{S) §2 1 }mm)
: 4stm(syt
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Bu denklemler ara yiizey denkleminde yerlerine
yazilirsa,



ds
dz

2 2 .1
s o[Fne-sra]
SinS)

- 4 .

| k -

+ - e (20

45 in(s)* 251;1(5)2} - _(_ )

1=7(3) fonksivonu (20) denkleininin 'sa"y;sai
integrasyonu ile elde edilir., S

SONUC ve DEGERLENDIRME - -
Bu problem, kati faz ii;.indékir * s1caklik

dagilimmin logaritmik oldugu - varsayilarak
ted =) g
¢oziilmiis, ve ara yiizey konumunun zamania

degisimi  asa@idaki  boyutsuz denklemle ifade
ediimistir (Carslaw ve Jaeger, 1959).
128% In(8)~8% 41 - '
TS} = — e (213
4 Ste
Problemin Integral metodu ile yapilan

coziminde, kati faz igindeki boyutsuz sicaklik
dagihminin dogrusal oldugu kabuli yaptlmis ve ara
ylizeyin konumu (22) denklemiyle verilmistir (liken,
1987). '

22}

ds _(1-InS) Y 2Ste
dt | S-1 | 2+Ste

Problem, Arslantisrk (1989) tarafindan sonlu
elemanlar vontemi ile ¢ozilmils, ara yiizeyin
konumunun zamanta dedisimi sayisal olarak eide
edifmistir.

Biititn bu ¢oziimler ile bu ¢aligmada elde edilen
sonuglar Sekil 2’ de gosterilmigtir. '

" Cozimler arasinda farklarin olmasi, yukarida
belirtildigi gibi her bir ¢oziimde vapilan kabullerden
kaynaklanmaktadir. Arslantiick (1989) tarafindan
sonlu elemanlar yéntemi kotlanilarak yapilan ¢éziim
ise bir kabule dayanmamakta, ancak saysal
yontemden kaynaklanan kesme ve yuvarlatma
hatalari ve sonlu elemanlar yénteminin dofasindan
kaynaklanan bir yaklagikiik icerdiginden, gercek
¢oziimden bir miktar farkh olacag diistiniilmektedir.
Pertiirbasyon yéntemi ile elde edilen ¢oziimim, Sekil
2°de gosterilen ¢oziimler iginde en dogru yaklagimi
iceren sonlu elemanlar yéntemi ile elde edilen
goziimle (Arslantiik, 1989), uyumiu olinasi, bu
¢oziimiin  gergeFe vakin oldugunu gostermektedir.
Pertiirhasyon  yontemi  ile  yapuan  ¢bziim

1.7 p
Carslaw ve Jaeger (1959) s -
16 0 e Arslantirk (1989) T
Pertiwrbasyon ydéntem| e
— nienme 1 8cEM (1987) et
15k e
= .=
g =
£ 14 ’ ot
= U
Q:{ -.--"‘"/ ““““““
213 S
i
P »
*é: /5' l//*”'
& Lt
1-0 l I3 5 1 i L I} L
0.0 0.1 02 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 09 £0

Boyutsuz zaman (1)

Sekil 2. Ara yiizey konumunun zamanla degisimi (Ste=0.1 ve Ste=0.3)
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ve Arslantirk’@in ¢Gz@imleri arasimdaki en bilyik
“fark boyutsuz zamamnn v=1 degerinde ve Ste=0.3

icin % 1.0 civarinda olmaktadir. Burada boyutsuz .

zamanin =1 oimasi, faz de?ﬂ;ﬂms malzemesinin
gizli 131 enerji depolamasinda kullanmlan bir faz
degisim malzemesi (PCM} olan CaCl,, H;O olmas

ve ig sﬂmd:r ¢apinm-10 cm olmas: halinde, boyutlu '

zamanin t=27027 saniye =7.5 saat olmasn_la kars:
gelmektedir (opeu=3.7x107 ‘m’s). Faz degigimi

uygulamalart dustintildiginde, bu sirenin bir faz

defisimi  siireci Igin ok uzun' olduéu

aniaglémaktaéu Zamamn ok buyuk bir degermde_
ve Ste sayismin izafi olarak biiyiik oldugu Ste=0.3

degerinde sonlu elemanlar yontemi ile yapilan
gozlimle % 1.0 farklilbk gosteren bu goziimin
literatiirle uyum iginde oldugu ‘s6ylenebilir.

Bu ¢aligmada elde edilen sonug O<Ste <l

arahf’mda gecerlidir. Ste sayismin bu ara lik :gmde
kiigik degerler almasi durumunda Ste® ve daha
sonraki terimlerin serinin itk iki terimi yamnda cok
daha kiigilk  olmasmi . safilayacaémdan oozilm
gergefie daha yakin clacakm'_.:Ancak bu durumda
seriye eklenen 8, fonksivonunu elde etrnek igin
analitik olarak ¢oziilmesi gereken diferansiyel
denklem itk iki fonksiyonu bulmak igin ¢hziilen
denklemlere gore oldukga karmagtk olacaktir.
Boylece, (20) denklemi ile verilen ara viizeyin
zamania degisiminin elde edilmesi ¢ok uzun
iglemler  gerektirecek ve kullanimast pratik
olmayan bir denklem olacaktir. Ste=0.1 ve Ste=0.3

igin Carslaw ve Jeager :(1959), ilken (1987) ve
Arslantirk’tin (1989) sonuglari ile pertiirbasyon
yontemi ile  bulunan  sonuclar Sekil 2.de
gosterilmistir.  Sekil 2.den goruldigi gibi, Ste
saysimin kiiglik degerierinde ghziimiin
hassasiyetinin artifin sdylerhek mimkiindiir.

Bu gahsmada kullanilan pertiirbasyon seri
acthminda O(Ste) terimlerinin kigtik ~oldugu
varsaytarak  ¢dzitm  yapumisur, . Bu - dwumda
Ste=0.1 oldugu takdirde, ithmal edilen terimlerin

toplam etkisinin - O(0.01) oldugu ve hatanin %!}

civarmda olacag sbylenebilir.

Pertlirbasyon parametresi olarak segilen  Ste
sayisimn kiglik degerlerinde coziimiin daha dogry
olacagl belirtilmektediv (Aziz, 1988). Bu analizin
0<8te<l arahginda gecerli olmasmna -kargm,
Ozellikle Ste sayismin 0-0.3 araliginda -degerler
aldifi gizli 1si depolama stireglerinin analizinde
kuanitabilecegi sbylenebilir. Bu sistemlerde, gizli
1silar1 bitylik olan ve faz degisim sicakliklar 0-100
°C aralifimda olan maddeler faz degisim
malzemesi olarak segildiklerinden Ste sayisi kitgiik
degerlere - sahip ~olmaktadr, Metallerin  faz
degisiminde ise faz degisim sicakhg ile “faz
degisiminin 6ldugu ortam sicakhfn arasmdaki fark
gok bliyltk oldugundan ve gizli 1silars gizli 1
depolamada  kullamlan  malzemelerle  aym
mertebelerde deferler aldigmdan Ste sayilan ¢ok
biiylik deferler almaktadir. Ornegin, ergimis dokme

1.0 »
09 &+ - - - - - g L .. .: e e e e e e e e e e e e e e T L
g 08 F---F- - - T
= .
= 07 - - S oo SRR e e e e L e e
E .
A 06 - g T
N e
= .
g 05 F-$-F- - - - - - - LR R a1 R R
z
[~ 04 - f B Y < LI T T S R 83 |t vt s e e e e e e e
(}3 O T, st ------------------
02 % 20 s R R 1 B I R
/S LTI
OO [ 4 | ] i ) i N
1 2 3 4 6 7 8 g 10
Boyutsuz Konum (R)

Sekil 3. Kati faz sicaklik dagilimi (Ste=0,1)




demirin ortam sicakh@imda katilagmas: olaymda
Ste>1000 oimalktadir.

Qekil 3°de farkh zamanlarda kati faz igindeki
sicaklik  dagihmlart  Ste=0.1 j¢in  verilmigtir.
Profillerin  Ozellikle S degerinin  artmasiyla
dogrusailiktan  biyilk  &lgiide  ayrildiklan
goriilmektedir. : L .

{15) denklemi e verilen sicaklik dagilimr ve
(20) denkiemi ile verilen ara yiizey hizi problemin
cozilmilndl olugturmaktadir. Sonly farkiar ve sonlu
elemanlar yontemleri gibl sayisal analizi difer
yantemlere gbre daha kolay yapilabilmektedir. -
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